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Wstep

Celem pracy jest uogoélnienie klasycznego twierdzenia Van der Corputa
dotyczacego réwnomiernego rozkladu ciaggéw na okregu, na dowolng zwarta grupe
abelowa. Jako zastosowanie otrzymuje sie twierdzenie o rownomiernym rozkladzie

ciagéw (b,) postaci

by = a™ a”mni_ll .eatl-ag, n>1
(gdzie ag, ay,...,a, € G) w grupach, ktére sa dodatkowo spdjne i monotetyczne,

bedace naturalnym uogélnieniem twierdzenia Weyla o réwnomiernym rozkladzie
ciagow czesci utamkowych wielomianéw.

Rozdzialy 1 i 2 wprowadzaja czytelnika w teorie grup topologicznych. Wiele
uwagi poswieca sie w rozdziale 2 teorii dualnosci Pontriagina dla grup abelowych
lokalnie zwartych.

Rozdzial 3 prezentuje elementarne wlasnosci ciagéw rownomiernie roztozonych.

W rozdziale 4 dowodzimy twierdzenia Van der Corputa w dowolnej zwarte;j
grupie abelowe;j.

Praca niniejsza oparta jest na ksiazce [4], a w szczegdlnosci na czesci IV
wspomnianej ksigzki.

U czytelnika zaklada sie znajomos$¢ teorii miary i calki w zakresie [3], w
szczegblnosei istnienia miary Haara [3] na grupach lokalnie zwartych. Wyko-
rzystuje sie rowniez pewne klasyczne twierdzenia topologii, ktére mozna znalezé

np. w [1].



Rozdzial 1

Rownomierny rozklad

w grupach topologicznych

W rozdziale tym przedstawimy podstawowe pojecia zwiazane z réwnomiernym
rozktadem ciagéw w grupach topologicznych. Jako standardowe oznaczenia na
zbiory liczb naturalnych, catkowitych, rzeczywistych i zespolonych przyjmiemy
odpowiednio N = {1,2,...},Z,R, C.

Definicja 1.1
Grupe G nazywamy topologiczna, jesli w zbiorze G okreslona jest pewna topologia,

ze wzgledu na ktéra G jest 7;-przestrzenia i zachodza nastepujace warunki:
1. f(z,y) =z -y jest przeksztalceniem ciaglym f : G x G — G,
(na G x G rozpatrujemy topologie produktowa)

1

2. m(z) =z ' jest przeksztalceniem ciaglym m : G — G.

Przykilad 1.1
Grupa T = {z € C;|z| = 1} liczb zespolonych o module 1 z mnozeniem jako

dzialaniem grupowym i topologia wprowadzona metryka
d(z,y) = |z —y|
jest grupa topologiczna.

Uwaga 1.1
Jedynke grupy topologicznej G oznaczaé¢ bedziemy przez eg.
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Uwaga 1.2
Z ciaglosci mnozenia wynika, ze jesli U jest zbiorem otwartym w G, to rowniez

zbiér - U = {z - u ;u € U} jest zbiorem otwartym.

Uwaga 1.3
Jesli U,V sa otoczeniami jedynki w G oraz V-V ' CU,to YV CU
(V! ={u"t;u € V}). Rzeczywiscie, jesliz € V, to z- VNV # 0, wiecz € V-V L.

Uwaga 1.4

Biorac pod uwage fakt, ze dzialania grupowe sa ciagle, eg-eg = eg oraz uwage 1.3,
wnioskujemy, ze dla dowolnego otoczenia U jedynki w G istnieje takie otoczenie
W jedynki w G, 2e W-W ' C U.

Uwaga 1.5
Jedli © # eg, to z powyzszej uwagi ktadac U = G\ {z} znajdujemy takie otoczenie
V jedynki grupy G, ze V- V™! Cc U. Wéwezas VN -V = (). Stad wynika, ze

kazda grupa topologiczna jest przestrzenia Hausdorffa.

Definicja 1.2
Pokryciem grupy topologicznej G nazywa¢ bedziemy dowolna rodzine zbioréw
{S;;i € T} speliajaca warunek
Us =6.
i€T
Grupe topologiczng G nazywa¢ bedziemy zwartg, gdy z dowolnego pokrycia
tej grupy zbiorami otwartymi wybra¢ mozemy podpokrycie skoniczone.
Grupe topologicznag G nazywa¢ bedziemy lokalnie zwartq, gdy dla kazdego
g € G istnieje takie otoczenie I punktu g, ze U z topologia indukowans, z G jest

przestrzenia zwarta.
Oczywiscie kazda grupa zwarta jest lokalnie zwarta (za U wystarczy wziaé G).

Przyklad 1.2
Oznaczmy przez C,,, m > 1 grupe cykliczna rzedu m generowana przez a € C,,.
Jest ona oczywiscie grupa abelowa. W topologii dyskretnej C,, staje sie grupa

topologiczna zwarta.
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Uwaga 1.6

W pracy tej zajmowaé sie bedziemy wylacznie grupami topologicznymi, abelo-
wymi, zwartymi, od tej chwili jako domys$lne przyjmujemy zalozenia zwartosci i
przemiennos$ci kazdej grupy topologiczne;.

Niektore z wlasnosci uogdlnimy rowniez na grupy lokalnie zwarte, ale bedzie to

wyraznie podkreslone w zalozeniach.

Definicja 1.3
o-algebra zbioréw borelowskich nazywamy o-algebre generowana przez zbiory

otwarte. Miare okreslong na takiej algebrze nazywamy miarg borelowskq.

Definicja 1.4
Miarg Haara i okre§long na grupie topologicznej G nazwiemy borelowska miare

spelniajaca nastepujace warunki:
L pu(G) =1,
2. p(U) > 0 dla dowolnego otwartego i niepustego zbioru U,

3. Dla dowolnego borelowskiego zbioru U i dowolnego = € G
p(z - U) = pUd - z) = pUh).

Uwaga 1.7
Na kazdej grupie zwartej, abelowej istnieje miara Haara; co wiecej miara ta jest
jedyna ([3], rozdzial 11).

Definicja 1.5

Méwimy, ze ciag (z,) C G jest réwnomiernie roztozony w G, gdy réwnosé

lim ~ 3 f(za) :/fd,u (1.1)

N—»ooN —
- g

jest spelniona dla wszystkich f € C(G), tzn. dla wszystkich funkcji ciagtych

okreslonych na G.

Mocniejszym pojeciem jest doskonaly rozkiad ciagu.
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Definicja 1.6
Méwimy, ze ciag (z,) C G jest doskonale roztozZony w G, gdy réwnosé
N+h

lim — Y f(z,) /fd,u (1.2)

N—o0 N ne1th

jest spelniona dla wszystkich f € C(G) i dla wszystkich A € N, jednostajnie
wzgledem h.

Definicja 1.7

Podzbiér V zbioru ciagltych funkcji zespolonych okreslonych na G nazywamy jed-
nostajnie zupetnym, jezeli dla kazdej ciaglej, zespolonej funkcji f okreslonej na G
i dla kazdej rzeczywistej liczby dodatniej ¢ istnieja takie funkcje fi,...,f, € Vi
liczby zespolone axq, ..., ay,, 7€

Zaz fi(z)| < e.

meg

Lemat 1.1
Niech V C C(G) bedzie jednostajnie zupetnym zbiorem funkcji. Ciag (x,) jest

rownomiernie roztozony w G < réwnosé
lim, -/
A Z f(zn) fdu
G
jest spetniona dla wszystkich f € V.

Dowéd:
= Oczywiste.
< Wezmy dowolna funkcje f € C(G) oraz ¢ > 0; wiemy ze V jest zbiorem

jednostajnie zupelnym, zatem

k
— o; - [ < €.
fl,...,kaV ala--'aakec |f 12:; 1 fz‘
Stad

N N k
o 3 Faw) — [ fl = %Zf(xn)ié;ai-ﬁdu—éfdm <

n=1 G n=1
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k

|%§:f /Zaz fzdu|+|/2az fidp — /fdu|<

n=1 g gZ 1

1 N 1 N k
DINICAESD DD LRV ACH [ fldy|+/|za, fi = fldp <

n=1 n=11:=1 G = 1

1 N
|NZ x" ZO[, fZ ‘r" ‘+‘_ZZO‘Z fz xn /Zaz fzdﬂ|+/5dﬂ<

n=1 nlzl gzl

N3 ) = S el + Xl - 3 flan) - [ el =2 ut6) <

1 N k 1 N
_254'2‘041‘“_Zfi(xn)_/fidﬂ|+5'1
Nn:l =1 Nn:l G

i dla dostatecznie duzych N otrzymujemy

1 N
|N§1f(xn)—éfdm <3-e.

Uwaga 1.8

Analogicznie formutuje sie i dowodzi kryterium dla doskonalego rozktadu.

1.1 Charaktery grup topologicznych

Definicja 1.8
Charakterem x grupy G nazywamy kazdy ciagly homomorfizm tej grupy w multiplikatywna
grupe topologiczna T liczb zespolonych o module 1 (okrag jednostkowy).

Przykilad 1.3

Niech C,,, m > 1 bedzie grupa topologiczna, cykliczna rzedu m z przykladu 1.2.
Charaktery C,, sa w istocie odwzorowaniami y; , h = 0,1, ..., m — 1 okre§lonymi
formula

h
ky = o2m - —k
Xn(a®) = exp(2m - ),
gdzie k =10,1,....,m — 1.
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Twierdzenie 1.2
Niech x it ¢ beda dowolnymi roznymi od siebie charakterami grupy topologicznej
G, wtedy:

/ (@) - %(@)dz = 1, (1.3)
g
/X(ac) - p(z)dz = 0. (1.4)
G

Dowédd:

Pierwsza rownosé jest oczywista, zajmijmy sie druga. Oznaczmy przez
o= [x(@) F@)ds.
g
Zwréémy uwage na to, ze dla dowolnego y € ¢

() 7(y) = x@) - [x(@) - P@)dz-2) = [x)-x(@)-7(x) - P(y)da
g

= /x(y-fv) @(x - y)dr = /x(:c) - p(z)dz = o,
g g
gdyz miara Haara jest niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia. Zatem
xX(y)-a-p(y) =a

x(y) - a=a-py).

Gdyby a # 0 mielibysmy natychmiast:

Y x(y) = ¢(y),

yeG

co daje sprzeczno$¢ z zalozeniami.

O
Podstawiajac za ¢ = 1 otrzymujemy z powyzszego twierdzenia:
Whniosek 1.2.1
Dla dowolnego nietrywialnego charakteru x grupy topologicznej G zachodzi
/ xdp = 0. (1.5)
g

O
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Uwaga 1.9

Oznaczmy

LG.p)={f:G—C ;/g |f1%dp < +o00}.

Whiosek 1.2.2
Zbiér G wszystkich charakterow grupy topologicznej G jest uktadem ortonormal-

nym zespolonych funkcji ciqglych w L*(G, u).

[l
Jako fakt znany z literatury ([2], s. 223), bez dowodu przyjmiemy nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 1.3 (Gelfanda-Rajkowa)
Dla kazdego roznego od jedynki elementu x€G istnieje taki charakter x grupy G,

ze x(z) # 1.

Whniosek 1.3.1
Zbiér G wszystkich charakterow grupy topologicznej G rozdziela punkty, tzn.

V z#y= 3 x(z)# x(y).

Dowéd:

Niech z,y € G, zalézmy ze x # y, wtedy oczywidcie x - y~! # eg, a wiec z twier-
dzenia Gelfanda-Rajkowa (1.3) istnieje taki charakter x € G, ze
x(z - y1) # 1, a dzieki temu ze kazdy charakter jest w szczegdlno$ci homo-
morfizmem grupowym mamy natychmiast x(z - y 1) = x(z) - x(y)!, zatem
1# x(z) - x()™" = x(@) # x(¥)-

X ([l
Poniewaz dodatkowo G jest zamkniety na mnozenie (tzn. (x-¢)(z) = x(z)-¢(z))
i branie funkcji sprzezonej, wiec bezposrednio z klasycznego twierdzenia Stone’a-

Weierstrassa ([1], s.189) otrzymujemy

Twierdzenie 1.4

Zbior wszystkich charakteréw grupy topologicznej G jest zbiorem jednostajnie zupetnym.
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7 wniosku 1.2.1, lematu 1.1 i powyzszego twierdzenia natychmiast otrzymu-

jemy ponizsze wnioski:

Whiosek 1.4.1 (Kryterium Weyla)
Niech G bedzie grupg topologiczng. Ciag (x,) C G jest rdwnomiernie roztoZony

w G < rownosé

i ) -

jest spetniona dla wszystkich nietrywialnych charakterow x grupy G.

Whiosek 1.4.2 (Kryterium Weyla dla ciggéw doskonale roztozonych)
Niech G bedzie grupq topologiczng. Ciag (x,) C G jest doskonale roztozony w

G & réwnosé

N+h
lim — Z x(z,) =
N—oo N n=1+h

jest spelniona dla wszystkich nietrywialnych charakterow x grupy G @ dla wszyst-
kich h € N, jednostajnie wzgledem h.

1.2 Grupy ilorazowe

Rozpatrujemy wylacznie grupy abelowe, zatem biorac dowolna podgrupe H ta-
kiej grupy, mamy pewno$¢, ze jest ona jej dzielnikiem normalnym i dzieki temu
mozemy rozpatrywaé grupe ilorazowa G/H.

Dzialania w grupie G/H okreslone sa oczywiscie w sposéb nastepujacy:
x:G/H xG/H+— G/H, dla dowolnych z-H, y-H € G/H

(- H)x(y-H) Y (@-y)-H (1.6)

oraz (-)7' : G/H — G/H dla dowolnego = - H € G/H

g,,

@-H) Yt (1.7)

Zajmijmy sie teraz wprowadzeniem topologii w zbiorze G/H, wykorzystamy

do tego celu odwzorowanie kanoniczne @y : x — x - H.
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Lemat 1.5
Rodzina zbioréw: Q = {S C G/H; ©(S) jest zbiorem otwartym w G} zadaje

tzw. topologie ilorazowa w zbiorze G/H.

Dowéd:
Zaréwno ) = 3 (0) jak i G = @3 (G/H) sa zbiorami otwartymi w G, zatem ) i
G/H naleza do Q.
7 wlasnosci przeciwobrazéw otrzymujemy natychmiast spelnianie dwéch pozostatych
warunkéw dla topologii. Rzeczywiscie, wezmy dwa dowolne zbiory B; i By nalezace
do Q.
Py (BLN Ba) = 03 (B1) Npyy' (Ba)

jako przekréj dwoch zbioréw otwartych w G jest zbiorem otwartym, tak wiec
Bl N BZ € Q
Teraz niech {B;; s € S} bedzie rodzing zbioréw otwartych w G/H.

er (U Bs) = U ox'(Bs)

seES seS
jako suma zbioréow otwartych w G jest zbiorem otwartym, tak wiec U,cs Bs € Q

O

Uwaga 1.10
Przy tak okreslonej topologii odwzorowanie kanoniczne @3 : x — x - H jest

ciaglym i dodatkowo otwartym homomorfizmem z G na G/H.

Rzeczywiscie, ciaglo$¢ ¢y wynika wprost z definicji topologii ilorazowej, zaj-
mijmy sie wiec problemem otwartosci ¢y. Niech U bedzie zbiorem otwartym

w G. Wowczas
i (onU) ={9€G; on(g) € pnU)}={9€G; g- HeU -H} =

{9 € G; Elug-H=u-'H}= Uu-Hz Uu-h.
ue

ueU heH
Zatem ¢! (p3(U)) jest zbiorem otwartym jako suma zbioréw otwartych i stad

©n(U) jest zbiorem otwartym w G/H. 0
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Whniosek 1.5.3
Jesli H jest domknieta podgrupa grupy topologicznej G, to G/H z topologia okreslong
powyzej jest grupq topologiczng.

Dowéd:
Najpierw zajmijmy sie ciagloscia dziatan grupowych.
Zwrécmy uwage na to, ze * jest zlozeniem homomorfizmu kanonicznego ¢y z

dzialaniem grupowym dwuargumentowym grupy G, gdyz dla dowolnych
z-H, y-H € G/H mamy:

(z-H)x(y-H)=(v-y) - H=pnz-y)

Obie te funkcje sa ciagle, stad otrzymujemy ciagltosé¢ .
Analogicznie, téwniez (-)~! jest ztozeniem homomorfizmu kanonicznego @3 z
dzialaniem grupowym jednoargumentowym grupy G, gdyz dla dowolnego
z-H € G/H mamy
(- H)" =27 H =)

Jako zlozenie dwéch funkeji ciaglych jest wiec funkcja ciagla.

Pokazemy teraz ze G/H jest T;-przestrzenia.
Ze wzgledu na ciaglo$é mnozenia wystarczy pokazaé, ze jedynka grupy G/H, czyli
‘H jest podzbiorem domknietym, ale @7]1(7-[) = 'H jest z zalozenia podzbiorem
domknietym w G. 0

Ciagly obraz zbioru zwartego jest zbiorem zwartym, zatem

Whniosek 1.5.4
Zwarto$é grupy G pociaga za soba zwarto$é grupy G/ H.

1.3 Izomorfizmy topologiczne

Definicja 1.9
Niech G; oraz Gs beda grupami topologicznymi. Odwzorowanie z G; w G, bedace
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cigglym homomorfizmem grupowym nazywaé¢ bedziemy homomorfizmem topolo-
gicznym.
Odwzorowanie z G; na Gs bedace izomorfizmem grup oraz homeomorfizmem na-
zywa¢ bedziemy izomorfizmem topologicznym.

Jesli takie odwzorowanie istnieje miedzy grupami topologicznymi G, oraz G,

to grupy te nazywac¢ bedziemy topologicznie izomorficznymi.

Twierdzenie 1.6

Dowolny charakter zwartej i abelowej grupy G jest odwzorowaniem domknietym.

Dowéd:
Wezmy dowolny charakter x grupy G oraz zbiér domkniety F C G. Zgodnie
z uwaga 1.5, zbior ten jako podprzestrzen grupy G jest przestrzenia zwarta.
Ponadto x jest funkcja ciagla, a ciagly obraz przestrzeni zwartej w przestrzen
Hausdorffa jest zbiorem zwartym. Zwarty podzbiér przestrzeni Hausdorffa jest
zbiorem domknietym w tej przestrzeni, zatem ostatecznie x(F) jest domkniety

Przykilad 1.4
Wyznaczymy wszystkie podgrupy domkniete okregu.
Wezmy dowolna podgrupe domknieta H okregu T, niech H # {1}. Przez «
oznaczymy inf{arg z;z € H,z # 1}.
Moga zaj$¢ dwa nastepujace przypadki:
1. a=0
Rozpatrzmy wtedy pewien otwarty przedziat (3,+) C [0, 27).
Skoro inf{argz;z € H,z # 1} = 0, to musi istnie¢ taki z € H, ze
0O<argz <~y—p,zatemi 3 argz" € (3,7)-
Oczywiscie 2" € H, pokaz;ﬁ{'\slmy wiec, ze ‘H kroi sie niepusto z kazdym
zbiorem otwartym na okregu, zatem H jest zbiorem gestym na okregu,

biorac wiec pod uwage domknietoéé¢ H otrzymujemy H = T.
2. a>0

Wezmy 2z, = €%, oczywiscie dzieki domknietosci H mamy natychmiast

zo € H. Rozpatrzmy dowolna liczbe zespolona z € H. Wtedy

3 3 argz=n-a+0.
neZ 0<é<a



Réwnomierny rozkiad w grupach topologicznych 15

Oczywiscie arg(z - 2, ") = 6, ale H jest podgrupa okregu zatem
z-zy" € 'H. Biorac pod uwage definicje « i zalozenie 0 < ¢ < a, otrzymu-
jemy natychmiast 6 = 0. Zatem wszystkie z € H maja posta¢ z = 27 dla

pewnego n € N, tak wiec H jest podgrupa cykliczna.

Whniosek 1.6.1
Niech G bedzie grupq zwartq i abelowa, wtedy obraz x(G) grupy G wzgledem cha-
rakteru x jest domknietq podgrupq grupy T i jest rowny jednej z powyzszych grup.

Mozemy zatem wprowadzi¢ nastepujaca terminologie:

Definicja 1.10
Jezeli x(G) jest grupa cykliczna (a wiec i dyskretna), to méwimy, ze x jest cha-
rakterem dyskretnym.

Jezeli x(G) = T, to x nazywamy charakterem niedyskretnym.

Przyklad 1.5

Grupa topologiczna T ma tylko dwa automorfizmy, sa nimi odwzorowania
p(z) =zid(x)=a""

Niech v bedzie dowolnym automorfizmem grupy T. Jedynym elementem rzedu
2 w grupie T jest —1 i wobec tego y(—1) = —1. Nastepnie w T istnieja dwa
elementy rzedu 4, a mianowicie 2z i —z; mozliwe sa wobec tego dwa przypadki:
v(2) =2 lub ~(2) = —1. Sa one realizowane odpowiednio przez automorfizmy ¢ i
¢. Pokazemy teraz, ze T nie posiada innych automorfizméw.

Zajmijmy si¢ przypadkiem () = 1. Element exp(2m: - g) moze przy auto-
morfizmie 7 przejs¢ jedynie na elementy exp(2ms - %), exp(2ms - %), exp(2ms - g),
exp(2me - ). Poniewaz jednak automorfizm 7 jest homeomorfizmem, zachowuje

on uporzadkowanie cykliczne elementéw T i wobec tego, ze

1) =1 7@) =1 7(=1) = -1, (=) = =,

wnioskujemy, ze ~y(exp(2me - %)) = exp(2ms - é) Postepujac w ten sposéb dalej
przekonamy sie, ze

1 1
v(exp(2me - 2_")) = exp(2ms - 2—n)
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A stad dla 0 < m < 2", otrzymujemy

v(exp(2ms - 2%)) = exp(2m1 - 2%)

Biorac pod uwage ciagtos¢ automorfizmu v i ostatnia rownos¢, wnioskujemy, ze
T=¢.
Zupehie tak samo rozpatrujemy przypadek () = —i. Otrzymujemy wtedy
Y= 9.

Lemat 1.7

Niech G © 'H bedq grupami topologicznymi, za$ f : G — H homomorfizmem
topologicznym miedzy tymi grupamt.

f jest odwzorowaniem otwartym < dla dowolnego otoczenia jedynki U w G istnieje

takie otoczenie jedynki V w H, ze ¥V C f(U).

Dowéd:
= oczywiste, za V wystarczy przyjaé¢ f(U), ktére jest zbiorem otwartym, bo f
jest odwzorowaniem otwartym.
< Wezmy dowolny zbiér otwarty S C G, pokazemy ze f(S) jest zbiorem otwar-
tym w H. Niech z € S, f(z) = y ; zauwazmy ze z~' - S jest otoczeniem jedynki

w G, zatem z zalozenia istnieje takie otoczenie jedynki ¥V w H, ze

VCfla'-8)=1Ff=) f(S)

Zatem
f(z)-V C f(S)
oraz

y-V C f(S).

Znalezlismy zatem takie otoczenie y € f(S) postaci y -V, ze zawiera sie ono w

f(S), zbiér f(S) jest wiec zbiorem otwartym. 0

Definicja 1.11

Moéwimy, ze grupa topologiczna G ma wtasnosé Baire’a, gdy dla dowolnego po-
krycia G rodzina zbioréw domknietych {D; ;i € N} znajdziemy takie ig € N, ze
IntD;, # 0.
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Uwaga 1.11
Twierdzenie Baire’a ([1], rozdzial 3, paragraf 9) stanowi, ze wszystkie przestrzenie

zwarte (a nawet lokalnie zwarte) maja wlasno$é Baire’a.

Twierdzenie 1.8
Homomorfizm topologiczny f : G — H "na” grupe H majgocq wtasnosé Baire’a

jest odwzorowaniem otwartym.

Dowéd:
Wykorzystamy lemat 1.7. Wezmy dowolne otoczenie jedynki U C G i wybierzmy
takie otoczenie jedynki W C G, ze

(patrz uwaga 1.4).
Z pokrycia G zbiorami otwartymi postaci {x - W ;z € G} dzieki zwartosci G

mozemy wybra¢ podpokrycie skoniczone

g: U_’E-W:UQ‘,‘Z-W:U[EZ.W
=1 i=1

T€EG

Wiemy, ze f jest "na”, stad

Zbiory postaci z; - W sa domknietymi podzbiorami przestrzeni zwartej, zatem s
zwarte, f za$ jest ciagla, zatem obrazy f(z; - W) réwniez sa zbiorami zwartymi.
‘H ma wilasno$¢ Baire’a, dzieki temu mozemy wybraé¢ takie 1 < i < n, ze
Intf(zi, - W) # 0. Stad Int[f(zi,) - fOV)] # 0, a wiec Intf(W) # 0.
Wybierzmy zatem dowolny niepusty zbiér otwarty V C f(W). Dlay € V

wezmy x € f~(y) N W. W szczegdlnosci z € W, a wtedy 2! - W C U oraz

FU) D f@ W)= fa™) - fOV) = (f(@)) " - fW) =y~ - fOV) Dy~ - V.

Zauwazmy, ze y~'-V jest zbiorem otwartym. Z tego, ze y € ¥V mamy ey € y~ -V,
zatem y ! -V jest szukanym przez nas otoczeniem jedynki w H spelniajacym
y~ -V CfU). O
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Whniosek 1.8.1

Kazdy niedyskretny charakter grupy topologicznej jest odwzorowaniem otwartym.

O

Twierdzenie 1.9 (Twierdzenie o izomorfizmie)

Niech ¢ : G — Gy bedzie otwartym @ ciggtym homomorfizmem grup topologicznych
G na Gy z jgdrem H. Wtedy G, jest topologicznie izomorficzna z grupg ilorazowaq
G/H.

Dowaéd:
Okreslamy v : G; — G/H nastepujaco: dla dowolnego g € Gy, zgg ¢(z) =g, bo ¢
jest "na”, potézmy wiec v(g) = pxn().

Pokazemy najpierw, ze v jest poprawnie okreslone.

Wezmy z,y € G, takie ze ¢(z) = ¢(y). Wowcezas

¢(z) = ¢(y) & 6(x) - (B(y)) ™' = eg, & ¢() - P(y™) = eg, &
px-y =€ ©r-ytekerdp=HE pulr-y') = eg/H &

er() - on(y™) = egm & on() - (Pn(y)) ™" = eg/m & Pu() = Pu(y).
Pokazemy teraz, ze v jest homomorfizmem grupowym.
Weimy a,b € Gi, 3 ¢(x) = ai ¢(y) = b, zwré6émy uwage na to ze a - b =
o(z) - o(y) = d(z - gj’)y,egatem zgodnie 7z definicja v otrzymujemy

v(a-b) = on(x - y) = eu(z) - on(y) = v(a) - v(b).

Pokazemy teraz, ze v jest homomorfizmem ”na”.
Wezmy dowolne g - H € G/H, niewatpliwie py(g) = g - H. Oczywiscie ¢(g) € G,
i dodatkowo v(¢(g)) = pn(g) =g - H.

Pokazemy teraz, ze v jest homomorfizmem réznowartosciowym.

Wezmy g € Gy, Elg o(z) = g oraz
TE
gekerv & v(g) =eg/m & ou(r) =egny & x € kerpy &

reEH S rekerp & ¢(z) =eg, & g=eg,.
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Tak wiec ker v = {eg, }, zatem v jest réznowartosciowe.
Pokazemy teraz, ze v jest odwzorowaniem ciaglym.
Zauwazmy najpierw, ze

v (A) = 89y (A))
dla dowolnego A C G/H, gdyz

gev H(A) e v(g) € As on(r) € A 1€ 9y (A) & g € $(ps (A)).

Teraz juz otrzymujemy, biorac dowolny zbiér otwarty S C G/H, ze ¢3! (S) jest
otwarty w G, bo ¢y jest ciagly. Wiemy z zalozen, ze ¢ jest homomorfizmem
otwartym, zatem ¢(p3' (S)) jest otwarty w G;, a z powyzszych rozwazan mamy,
ze v H(S) = ¢(v7'(S)) jest otwarty w Gi.

Pokazemy teraz, ze v jest odwzorowaniem otwartym.

Zauwazmy najpierw, ze zgodnie z definicja v, dla dowolnego A C G;

v(A) = pn(¢ ' (A)).

WezZzmy dowolny zbior otwarty U C Gy, wtedy z ciagloéci ¢ wnioskujemy, ze zbior
#~(A) jest zbiorem otwartym w G. Wiemy juz, ze odwzorowanie kanoniczne
1 jest odwzorowaniem otwartym, zatem ostatecznie @y (¢~'(A)) jest zbiorem

otwartym w G/H. O

Uwaga 1.12

Niech x bedzie dowolnym nietrywialnym charakterem grupy topologicznej T.
Zgodnie z twierdzeniem 1.6, x(T) jest domknieta podgrupa T i biorac pod uwage
przyktad 1.4 i spéjnosé grupy T otrzymujemy natychmiast x(T) = T.

Przyklad 1.6
Kazdy charakter y € T jest postaci x,,(z) = 2™, gdzie m € Z. T izomorficzna

jest z grupa liczb catkowitych, izomorfizm ten zadaje odwzorowanie m € Z +— x,.

Niech x bedzie dowolnym charakterem grupy topologicznej T, H zas niech bedzie
jego jadrem. Zgodnie z przykladem 1.4, grupa H jest albo identyczna z T, albo
jest skonczona podgrupa pierwiastkéw ustalonego stopnia m € N z jedynki.

W pierwszym przypadku mamy do czynienia z charakterem trywialnym y. = xo.



Réwnomierny rozkiad w grupach topologicznych 20

Zalézmy, ze zachodzi drugi przypadek. Wykorzystujac uwage 1.12 i twierdzenie
1.9, dochodzimy do wniosku, ze odwzorowania «,,, : T/H — T okreslone
wzorami o, (z - H) = 2™ oraz f(z - 'H) = x(z) sa izomorfizmami topologicznymi.

Zwr6éémy uwage na to, ze
X(2) = B(z - H) = (Boay ) (™),

a przeciez S o a,t : T — T jest automorfizmem T, wiec z przyktadu 1.5 otrzy-

mujemy

—m

x(z) = 2™ lub x(z) =z



Rozdzial 2
Teoria dualnosci

W tym rozdziale bedziemy zaklada¢, ze dana grupa topologiczna G jest lokalnie
zwarta, abelowa. Zbior wszystkich charakteréow tej grupy moze by¢ przeksztalcony

w grupe, przy czym dzialania w tej grupie okreslamy:

e iloczyn dwoch charakteréw

Y (X1 x2)(®) = x1(2) - x2(2),

T€G

e charakter odwrotny do danego

Jednodcia tej grupy jest charakter trywialny grupy G.
Grupe te nazywaé bedziemy grupq dualng do G i oznaczaé przez G.
Topologie w tej grupie okreslamy wybierajac jako baze otoczen jedynki w G

podzbiory postaci:
UK,e)={x €6 v I x(@) - 1[<e}, (2.1)

gdzie IC jest zwartym podzbiorem grupy G, zas € > 0.
Dowodzi sie (patrz (2], rozdzial 6, paragraf 34), ze G staje sie w ten sposéb
grupa topologiczna i to lokalnie zwarta. Ponizsze twierdzenia pokaza nam inne

ciekawe wlasnosci tak zdefiniowanej struktury.
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2.1 Zwiazki miedzy zwartoscia i dyskretnoscia

w grupach dualnych

Lemat 2.1
Grupa topologiczna G jest dyskretna < {eg} jest zbiorem otwartym w G.

Dowéd:
= Oczywiste
< Niech {eg} bedzie zbiorem otwartym w G. Wybierzmy dowolne g € G, wtedy
g-{eg} jest otoczeniem g, w szczegilnosci wiec zbiorem otwartym w G, ale
g-{eg} = {g}, zatem kazdy zbiér jednopunktowy jest zbiorem otwartym w G,
wiec kazdy podzbiér G jest otwarty. 0

Twierdzenie 2.2
Jesli grupa topologiczna G jest zwarta, to grupa charakterow G grupy G jest dys-

kretna.

Dowéd:
Pokazemy, ze zbiér postaci {x.} jest zbiorem otwartym w G.
Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego charakteru xy € G , biorac pod uwage to,
ze w szczegblnosci jest on funkcja ciagla, a G jest zbiorem zwartym, otrzymujemy
X(G) jest zwartym, a co za tym idzie domknietym podzbiorem T.
Pamietajac o tym, mozemy teraz rozwazy¢ otoczenie jedynki w G postaci U(G, %),
ktore niewatpliwie zawiera ..
Wezmy dowolny nietrywialny charakter x € G, x(G) jest domknieta podgrupa T,

zatem zgodnie z rozwazaniami z rozdzialu pierwszego moga zaj$¢ dwa przypadki:

L x(9)=T.

X jest "na”, zatem gélgx(g) = 1, a przeciez

_ 1
X(9) -1 =li-1]=v2> 2,
zatem x ¢ U(G, 3).

2. x(G) stanowi podgrupe pierwiastkéw n-tego stopnia z 1 (n > 2).
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Ponadto

35 €[=,7]= 3 argx(g) =a € [2,7]
argz = « —, T ar =« —, T
2ex(6) 8 2 geg Ex\9 2

Dla tego wiasnie g otrzymujemy

—1|=|cosa+172-sina— 1| = cosa — 1)2 +sin’ a
x(g) =1 =

= cos2a—2-cosa+1+sin2a=\/2—2-c0soz=\/§-\/1—cosa.

Ale dla « € [, 7] mamy cosa < 0, zatem
1
X(9)=11>v2-V1=v2> 2

istad x ¢ U(G, %) Ostatecznie U(G, %) = {Xe}, co biorac pod uwage poprzedni

lemat, daje nam natychmiast wniosek, ze G jest dyskretna. 0

Twierdzenie 2.3
Jesli grupa topologiczna G jest dyskretna, to grupa charakterow G grupy G jest

zwarta.

Dowéd:
Niech G bedzie grupa topologiczna dyskretna.
Oznaczmy przez

K=][T, gdzie T,=T.
9€g
Na K rozpatrujemy topologie produktowa, zatem z twierdzenia Tichonowa ([1],
s. 182) K jest przestrzenia zwarta. Dowolny element o = (at,)seg € K mozemy
rozpatrywaé jako funkcje a : G — T, jesli dla dowolnego g € G polozymy a(g) el
a(T,). Dzieki zatozeniu o dyskretnosci G wszystkie takie o sa funkcjami ciagtymi.

Niech teraz dla ustalonych z,y € G
A ={a e K; a(z-y) = a(z) - a(y)}-

Tak zdefiniowany A*Y jest domkniety w przestrzeni K z topologia produktowa.

Rzeczywidcie, zalézmy, ze o ¢ A™Y, tzn.

|z -y) —a(z)-aly) |=e>0.
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Niech
Vo ={B € K;| B(z) — a(z) |< 6},

V, ={B € K;| B(y) — aly) |< 6},
Vey = {8 € K;| B(zy) — a(zy) [< 6}

wtedy « € V =V, NV, NV,, oraz V jest otoczeniem o w topologii produktowej,
Jesli tylko 6 jest dostatecznie mata, to vV [(z-y) # B(x) - B(y), zatem K \ A™Y
jest zbiorem otwartym w K. e

Zwroéémy uwage, ze

G= ) A

z,y€g

jako przekréj rodziny zbioréw domknietych jest réwniez zbiorem domknietym,
przestrzen K jest przestrzenia zwarta, jako produkt przestrzeni zwartych, zatem
G jest zwartym podzbiorem K.

Topologia produktowa (J; dziedziczona przez G 7z K jest réwnowazna topologii
O, grupy charakteréw wprowadzonej za pomoca bazy otoczen jedynki (2.1), co
pokazemy ponizej.

O, C Os:
Niech

V= II T,x II B(1,¢),

j€G\Go Jj€Go
bedzie zbiorem bazowym w topologii produktowej na I, gdzie Gy C G, jest zbio-
rem skoriczonym, za$ B’(1,e;) = {z € T; ; |z — 1] < &;}. Wéwczas
gnV=N{xeG k() -1<egt={xeG v x()-1<e}
Jj€Go j€bo
Poniewaz Gy jest zbiorem skonczonym, wiec
gnv = u{j}e)
Jj€Go
jest zbiorem otwartym w topologii Os.
02 C 011
Niech U = U(H,e) bedzie otoczeniem jedynki w G, gdzie H C G jest zbiorem
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zwartym, a € > 0. Wiemy, ze G jest grupa dyskretna, zatem H jest zbiorem
skoriczonym, H = {h, ..., hs}. Stad
U(H,e) =U{h, ..., hs},€) = {x € G; 1<Y<s Ix(h;) —1] <e} =
= N {xeg x(h)—1<et=6n N II T;xB"(1e)
1<i<s 1<i<s h;#j€G
jest zbiorem otwartym w topologii O;.

Roéwnowaznos¢ tych topologii daje nam ostatecznie teze twierdzenia. o

2.2 Twierdzenie Pontriagina o dualnosci

Majac grupe charakterow G grupy topologicznej G mozemy rozpatrywaé grupe
dualna do niej, oznaczaé ja bedziemy przez G.

Okazuje sie, ze grupa G jest izomorficzna topologicznie z wyjsciowa grupa G.
Zauwazmy najpierw, ze zdefiniowanie dla ustalonego x € G odwzorowania

Z : G — T okreslonego wzorem

i bedacego oczywiscie charakterem grupy G, pozwala nam na zanurzenie algebra-
iczne grupy G w grupe G.
Nastepujace twierdzenie (ktérego dowéd mozna znalezé w pracy [2], rozdzial

6, paragraf 37) méwi nam o zwiazkach miedzy grupa topologiczna G a grupa G.

Twierdzenie 2.4 (Pontriagina o dualnosci)
Niech G bedzie lokalnie zwarta grupa abelowa, wtedy grupa charakteréw G grupy
G jest topologicznie izomorficzna z G.

Lzomorfizm ten zadaje odwzorowanie A : G — G okreslone wzorem \(x) def z.

2.3 Anihilatory

Lemat 2.5
Niech f : Gi — Gy bedzie homomorfizmem topologicznym grupy G1 w grupe Go.

Odwzorowanie ¢ : Gy — G zdefiniowane w sposob nastepujgcy:

o(x) =xof
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jest homomorfizmem topologicznym grupy Gy w grupe G

Homomorfizm ten nazywaé bedziemy homomorfizmem sprzezonym z f.

Dowéd:
Odwzorowanie x o f jest homomorfizmem, jako zlozenie dwéch homomorfizméw,
g, EN Gy ¥ T, jest wiec charakterem grupy G, zatem ¢ jest poprawnie okreslone.
Niech x¥2 i x5 beda charakterami grupy G,. Wéwczas
(X x57) = (x5 o f = (X" o ) - (65 o f) = o(x{?) - p(x5?)-
Pokazemy teraz, ze odwzorowanie ¢ jest ciagle.
Niech U(K, £) bedzie otoczeniem jednosci w grupie Ql, gdzie K jest zbiorem zwar-
tym w Gy, ae > 0.
Odwzorowanie f jest homomorfizmem topologicznym, w szczegdlnosci jest wiec
ciagle, zatem f(K) jest zbiorem zwartym w Gs.
Wezmy otoczenie jednosci U(f(K), ) w grupie G, i dowolny charakter y tej grupy
nalezacy do tego otoczenia oraz dowolne x € K, wtedy
| (eO))(@) —1[=[(xo f)(z) =1 |=| x(f(z)) —1]|<e.
Zatem o(U(f(K),e)) CU(K,¢€), tak wiec odwzorowanie ¢ jest ciagle. O

Definicja 2.1
Dla niepustego podzbioru ‘H grupy G okreslamy anzhilator A(G ,H) zbioru H w
Q jako

AGH) ={x€G; ¥ x(x) =1}

Lemat 2.6

A

Dowdd:
A(G,H) D A(G,H) : Oczywiste.
A(Q, H) C A(Q ,’H) : Wezmy dowolny x € A(Q ,H), jako charakter grupy G jest

on w szczegolnosci funkcja ciagla, zatem

{1} C x(H) € x(H) = {1} = {1},
czyli x € A(G,H). O

Lemat 2.7
Anihilator zbioru H jest domknietq podgrupa grupy G.
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Dowédd:

Zal6zmy, ze x ¢ A(G,H). Wtedy EIH | x(z) — 1 |=¢ > 0. Wéweczas
ffS]

£ R
X U({.’IJ}, g) N A(Q,H) = 05
wiec G \ .A(Q ,’H) jest zbiorem otwartym, co daje nam teze. 0

Uwaga 2.1
A(G,G) = {x.}, gdzie x. to charakter trywialny grupy G, gdyz

A(G,6) ={xeg; Vox@) =1} ={xe G; X = xe} = {xe}-

Lemat 2.8
Niech f : G — Gy bedzie homomorfizmem topologicznym grupy G, w grupe Gs, ©

za$ homomorfizmem sprzezonym do f, wtedy
ker ¢ = A(G, f(G1))-

Dowdd:

Niech x9! bedzie charakterem trywialnym grupy G,
kerg = {x € G p(x) =x{} = {x € Gn; ¥ (xo f)(e) =1} =
z€G1

={x€Gx v xl(y)=1}=AG, f(G))-

y€f(G1)

Twierdzenie 2.9

Niech Gy, Gs bedq grupami topologicznymi lokalnie zwartymi, wtedy

Dowéd:
Niech f : G; — G, ustala izomorfizm topologiczny grup G; i Gy, pokazemy ze ¢
bedacy homomorfizmem sprzezonym do f ustala izomorfizm miedzy grupami G i
G1. Z poprzednich lematéw wiemy juz ze ¢ jest homomorfizmem topologicznym,

wystarczy zatem pokazac, ze:
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e  jest odwzorowaniem réznowartosciowym
Wiemy, ze f jako izomorfizm grupowy jest odwzorowaniem "na’”, czyli
£(G1) = Gy, zatem ker o = A(Ga, f(G1)) = A(G, Go) = {x9*}, gdzie X7 jest

charakterem trywialnym grupy G, a stad juz mamy réznowartosciowosé .

e ( jest odwzorowaniem ”"na”
Wezmy dowolny charakter x9' grupy G;. Odwzorowanie f jest izomorfi-
zmem topologicznym, zatem réwniez odwzorowanie f~! jest izomorfizmem
topologicznym. Polézmy: 092 = x9 o f~1, 09 jest oczywiscie homomorfi-
zmem ciaglym jako zlozenie dwéch homomorfizméw ciagltych, ponadto

-1 el
0% : G, L g1 i T, zatem 09 jest charakterem grupy G,. W koncu
90(0-92) = g% o f — (Xgl o f—l) o f — Xgl_

e o ! jest odwzorowaniem ciaglym
Wiemy, ze f jest izomorfizmem topologicznym, zatem f~! jest homomor-
fizmem topologicznym, co biorac pod uwage lemat 2.5 prowadzi nas do
wniosku, ze ¢! jest homomorfizmem topologicznym, co w szczegdlnosci

daje nam ciagloéé o~ 1.

Lemat 2.10
Niech 'H bedzie domknietq podgrupag grupy topologicznej G. Wowczas

G/H = A(G,H).

Dowéd:
Okreslamy A : g/ﬁ{ — A(G,H) C G, w nastepujacy sposéb: A(x) = x o ¢y, gdzie
¢x jest homomorfizmem kanonicznym grupy G na grupe G/H.

e ) jest poprawnie okreslony

Wezmy dowolny y € Q’/ﬁ-( igeH.
(A0))(9) = (xovn)(9) = x(9-H) = x(H) = 1.

Zatem (M(x))(H) = 1, czyli A(x) € A(G, H).
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e )\ jest homomorfizmem
Wezmy dowolne g € G, niech x, oznacza charakter trywialny grupy G/H.

Wéwcezas
(Axe))(9) = (Xe 0 1) (9) = Xxe(g - H) = 1.

Wezmy dowolne x1, X2 € g/ﬁ-(. Otrzymujemy
A1 x2) = (X1 x2) 0 o = (x1 2 om) - (X2 © o) = A(x1) - Ax2)-

e ) jest 1-1
Niech x¢ oznacza charakter trywialny grupy G. Zatem

ker A = {x € G/H; Mx) =x%} = {x € G/H; Y AC0)9) =1} =

{x €G/H; Y (oen)(9) =1} ={xe G/H; Y xlg-H)=1}= {(x9M3.

e )\ jest "na”
Wezmy dowolne x € A(é ,’H), wskazemy bezposrednio taki charakter
B e gﬁi, 7e A(3) = x. Okreslamy [ w nastepujacy sposoéb:

Y B(g-H) = x(9)-

gHEG/H

Sprawdzmy, ze [ jest poprawnie okreslona funkcja. W tym celu wezmy

takie g1,92 € G, ze g1 - H = g5 - H, a zatem heﬂH g1 - h = go. Wéwczas
B(g2 - H) = x(g2) = x(91 - h) = x(g1) - x(h) = x(91) = B(g1 - H).
Pokazemy, ze 8 jest homomorfizmem. Rzeczywiscie
B(H) = B(e-H) =x(e) =1
ijesli gy -H,g92-H € G/H, to

5(91'7‘[*92'7‘() = 5((91'92)'H) = X(91'92) = X(gl)'X(g2) = 5(91'7{)'5(92'7{)-

Pozostaje do sprawdzenia, ze 3 jest homomorfizmem ciaglym.

Wezmy w tym celu dowolny zbiér otwarty U C T. Wtedy

BrU)={g9-HeG/H; Blg-H) eU} ={g-H e G/H; x(g9) €U}
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={g-HeG/H; gex U} =dnulx " WU)).

Poniewaz x jest homomorfizmem ciagtym, wiec x~! (/) jest zbiorem otwar-
tym w G, ¢y za$ odwzorowaniem otwartym tak wiec ostatecznie 37 ()

jest zbiorem otwartym w G/H, a wiec [ jest ciagle.

Ostatecznie wiec pokazali$my, ze [ jest charakterem G/H, jednoczesnie

Y (A(B))(g) = (Bo dn)(g) = B(g-H) = x(9)-

geg

Tak wiec A jest funkcja "na”.

e Pokazemy teraz ciaglos¢ odwzorowania A. Wezmy dowolny zbidr
UK, e) N AG, H) otwarty w A(G, H), gdzie K jest zwartym podzbiorem
G, ae > 0. Wéwczas

AU, )NAG, H)) = A UK, )N (A, H)) = A (UK, e))NG/H =
= AHUK,e) = {x € G/H; A(x) € U(K,e)} =
={xeG/1 Y IA00N9)-1I <eb={x€G/H; v [(xodn)l9)-1] <=} =

={x€ G/ v Ix(g-H) =1 <} =Uu(K),2).

Ciagly obraz zbioru zwartego jest zbiorem zwartym, tak wiec ¢ (KC) jest
zwartym podzbiorem G/H, a dzieki temu U (¢ (K), €) jest otwartym podzbio-

rem Q/ﬁ-{. Zatem ostatecznie A jest ciagla.

Lemat 2.11
Niech 'H bedzie domknietq podgrupq zwartej, abelowej grupy G, wtedy

H=AG, AG,H)).

Dowéd:
Pomy$lmy najpierw nad tym, co tak naprawde oznacza zapis A(G, A(G,H)).
Otéz
AG,AGH)={zeG Vv i) =1}=

XEA(G,H)
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{zeg v x@=13}= [ x'Q.

x€A(G,H) XEA(G,H)

Wezmy teraz dowolne x € H, dla dowolnego x € A(Q,’H) wprost z definicji
anihilatora mamy x(z) = 1, zatem z € A(G, A(G,H)), pokazalismy wiec, ze
H C AG, AG, H)).

Zajmijmy sie teraz zawieraniem odwrotnym, zalézmy ze ono nie zachodzi,

tzn., ze 3 z ¢ H.
z€A(G,A(G,H))
Tak wiec z ¢ H, ale stad wynika od razu ze x - H # eg/ i oczywicie mozemy

znalez¢ taki charakter ¢ grupy G/H, ze ¥ (x - H) # 1.
Wiemy jednak z poprzednich lematéw, ze A(G, H) = G/H, zatem ¢ € A(G, H),
co implikuje
P(z - H) = ¢(z) = 2(4).
Otrzymujemy wiec ostatecznie, ze (1)) # 1 co przeczy temu, ze z € A(G, A(G, H)).

O

Lemat 2.12
Niech 'H bedzie domknietq podgrupag grupy topologicznej G. Wowczas

Dowdéd:
Stosujac kolejno lemat 2.10, twierdzenia Pontriagina o dualnosci (tw. 2.4) oraz

lemat 2.11 otrzymujemy
(G/AG, M) = AG, AG, M) = A(G, AG, H)) = H
Teraz z twierdzenia 2.9 i twierdzenia 2.4 otrzymujemy teze

H=(G/AG,H)) =G/AG,H).



Rozdzial 3

Wlasnosci ciagéw rownomiernie

rozlozonych

Rozdzial ten bedzie po$§wiecony podstawowym wilasno$ciom ciagéw rownomiernie
rozlozonych. Przypomnijmy jeszcze na wstepie, ze o ciagu (z,,) elementéw prze-

strzeni topologicznej G méwimy, ze zbiega on do ¢ € G, jesli

YV IV z, €U.
Usc Nn>N
otwarty

Przykiad 3.1
Najprostszym przyktadem ciagu, ktéry nie jest rownomiernie roztozony jest ciag
staty. Niech (z,) bedzie takim ciagiem, tzn. n‘g[N T, = To, gdzie xy jest usta-
lonym elementem grupy topologicznej G, za$ x bedzie dowolnym nietrywialnym
charakterem grupy G. Wéwczas
1 ¥ 1 &

Iﬁngx(xn)\ = IN;x(xo)\ = Ix(z0)| =1

Tak wiec w ewidentny sposob

lim, 3 () # 0

N—oo N oo
(oczywiscie zakladamy, ze G ma co najmniej dwa elementy).
Przyklad 3.2

Wezmy grupe cykliczng C,,, m > 1, z przykladu 1.2, oznaczmy przez a genera-
tor tej grupy i rozpatrzmy ciag postaci z, := a™. Niech x, € Con. Zgodnie z
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przykladem 1.3 jest on postaci

h
k
= exp(2m1 - —k
xn(a") = exp(2me - —k),

co prowadzi nas do rownosci

h
\—ZXh xk)\—\—ZXh I—\NZexp (2m2- —k)].

k=1

Istnieja takie ¢ € Zir € N, ze N = gm + r, stad otrzymujemy (postugujac sie
4.2)

h r
|_2Xh$k|—\—ZeXp2m |<—Z|exp2m )|§N,
N4

co zbiega do 0 przy N — oo. Zatem ciag kolejnych poteg generatora C,, jest
réwnomiernie roztozony w C,,, a jak pokaze nam twierdzenie 3.2 jest on réwniez

doskonale roztozony.

Twierdzenie 3.1
Niech (z,) C G bedzie ciagiem doskonale roztozonym na G, (¢,) C G zas dowol-
nym zbieznym ciggiem elementéw grupy G. Wiedy ciag (¢, - x,) elementéw grupy

G jest rowniez doskonale roztozony w G.

Dowéd:
Do dowodu tego twierdzenia wykorzystamy kryterium Weyla (wniosek 1.4.2).
Niech € > 0, h € N a x bedzie dowolnym nietrywialnym charakterem ¢. Pol6zmy

c =limgc,.
ERRCREET _ih(m - e0) = X(2)  X(0) + x(@n) - X() =
B %n%h “x(en) = x(@n) - x(c +—n%hx z,) - x(c) |
< %ngh | X(2n) (x(en) — x(c)) | + | %nghx(%) =

1 N+h N-+h

=+ 2 D) | o) = x(@) [+ x| 5 3 () [=p

n=1+h n=1+h
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Oczywiscie bioragc pod uwage to, ze x : G — T otrzymujemy natychmiast

1 N+h 1 N—+h
p== > Ixte)—x(O) 1+ X x@)]|.
N n=1+h N n=1+h

Wiemy z zalozen, ze x jest homomorfizmem ciaglym, a ¢, — ¢, gdy n — oo,

£

zatem dla danego ¢ > 0 mozemy znalez¢ takie ng, ze Vn>n, | X(cn) — x(c) [< %,

co natychmiast daje nam oszacowanie na pierwszy skiadnik naszej sumy:

1 N+h 1 no N-+h
3 D) = x@ = (3 e =x(@) [+ 3 |xlen) = x(0) ) <
n=1+h n=1+h n=no+1
2. n0A+‘PV 9
N N 4
Zatem dla dostatecznie duzych N
1 Nk €
~ > Ix(en) = x(e) < 5
DJn:1+h 2

Kwestia drugiego skladnika jest rozstrzygnieta dzieki zatozeniu doskonatego roztozenia

ciagu (z,), albowiem z kryterium Weyla natychmiast otrzymujemy, ze
1 N+h €
J— n < —
= X l< S

n=1+h

dla dostatecznie duzych N. Ostatecznie pokazalismy, ze

1 N+h
| N Z X(xn - ) |< €.
n=1+h

[l
7, powyzszego twierdzenia otrzymujemy natychmiast dla ciagu stalego o ele-

mentach réwnych ustalonemu c € ¢

Whniosek 3.1.1
Niech (z,,) C G bedzie doskonale roztozonym ciagiem elementéw grupy G. Wtedy

ciag (¢ - x,) jest ciagiem doskonale roztozonym w G.
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Whiosek 3.1.2
Niech (x,,) bedzie ciggiem doskonale roztozonym w grupie G, (y,) za$ dowolnym
ciggiem elementow grupy G.

Jesli tylko ciag (x,' - y,) zbiega, to réwniez ciqg (y,) jest doskonale roztoZony

w§G.

Dowéd:
Polézmy ¢, = z;! - y,, wiemy z naszych zalozen, ze (c,) zbiega, (z,) za$ jest
doskonale rozltozony, zatem z powyzszych rozwazan otrzymujemy natychmiast,

ze (x, + ¢,) jest doskonale roztozony, ale (z, - ¢,) = (Tn - 2, - yn) = (Yn) O

W szczegdlnym przypadku, gdy rozpatrujemy ciagi réwnomiernie roziozone
elementéw grupy G, otrzymujemy natychmiast z dowodéw powyzszych twierdzen

nastepujace trzy wnioski:

Whniosek 3.1.3
Niech (z,) C G bedzie ciagiem réwnomiernie roztozonym w G, (¢,) C G za$
dowolnym zbieznym ciagiem elementéw grupy G. Witedy ciag (¢, - x,) elementdw

grupy G jest rowniez rownomiernie roztozony w G. 0

Whniosek 3.1.4
Niech (z,) C G bedzie réwnomiernie roztoZonym ciqgiem elementéw grupy G.
Wtedy dla dowolnego, ustalonego elementu tej grupy ¢ € G ciag (c - x,) jest

ciggiem réownomiernie roztozonym w G. n

Whniosek 3.1.5
Niech (x,,) bedzie ciagiem réwnomiernie roztozonym w grupie G.
Jesli tylko ciqg (x,' - yn) 2biega, to réwniez ciag (y,) jest réwnomiernie roztozony

wg. O
Bardzo ciekawy rezultat otrzymujemy dla ciagéw postaci (a™), a mianowicie:

Twierdzenie 3.2
Jesli dla pewnego a € G, ciqg (a™) jest réwnomiernie roztozony w G, to cigg (a™)

jest nawet doskonale roztozony w G.
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Dowéd:
W dowodzie wykorzystamy kryterium Weyla (wniosek 1.4.2), pokazujac ze dla

dowolnego A € N mamy

N-+h

hm—ZX
N_wOPVn 1+h

jednostajnie wzgledem h.

Niech ¢ > 0, h € N, x dowolny nietrywialny charakter grupy G. Wéwczas

1 N+h 1 N h N N
v 2 x@)]= NZ a"™) =] = Zx(a")-x(a)\
n 1+h n=1 n:l

=|x |—ZX |—|—Zx )I<e

dla N dostatecznie duzych, bo ciag (a™) jest réwnomiernie roztozony w G.

Twierdzenie 3.3
Niech ¢ bedzie cigglym homomorfizmem grupy G na grupe Gy, wtedy dla dowol-
nego réwnomiernie roztoZonego ciggu (x,) elementéw grupy G, ciag (¢(z,)) jest

rownomiernie roztozony w G .

Dowéd:
WezZzmy dowolny nietrywialny charakter x grupy G;. Musimy pokaza¢, ze zachodzi
réwnosé

0—11m—ZX Tn))-

n=1

Zwréémy jednak uwage ze zlozenie G +> G, ¥ S jest ciaglym homomorfi-
zmem grupy G w T, zatem jest charakterem grupy G, a dzieki zalozeniu ze ¢
jest "na” mamy réwniez jego nietrywialnos¢, zatem natychmiast z zalozenia o

réwnomiernym rozkladzie ciagu (z,) wynika potrzebna nam réwnos¢.

Uwaga 3.1
Oczywiscie jesli ¢ w powyzszym twierdzeniu nie jest "na”, to ciag (&(z,)) jest
réwnomiernie roztozony tylko w ¢(G) (¢(G) jest grupa topologiczna z topologia

indukowana z G ).
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W szczegolnosci kazdy ciagly endomorfizm grupowy ”na” zachowuje réwnomierny

rozklad ciagéw, tzn.

Whniosek 3.3.1
Jesli o : G — G jest cigglym endomorfizmem “na” oraz (x,) jest réwnomiernie

roztozony w G, to (¢(xy,)) jest réwnomiernie roztozony w G. O
Mocniejszy warunek otrzymujemy dla automorfizmow:

Whniosek 3.3.2
Jesl ¢ : G — G jest ciggtym automorfizmem, to
(xn,) jest réownomiernie roztozony w G < (p(x,)) jest réwnomiernie roztozony

wg. O

Whniosek 3.3.3

(z,) jest réwnomiernie roztozony w G < (z,}) jest réwnomiernie roztozony w G

Dowéd:
Wystarczy zauwazy¢ ze (1)~ ! : G — G jest ciaglym automorfizmem G, dzieki

czemu natychmiast otrzymujemy teze wykorzystujac poprzedni wniosek. 5

Whiosek 3.3.4
Niech H bedzie dowolng domknietq podgrupa grupy G, zas ciag (x,,) bedzie réwnomiernie
roztozony w G. Wtedy ciag (z,, - H) jest réwnomiernie roztoZony w grupie ilora-

zowej G/H.

Dowdéd:
Otrzymujemy natychmiast z tw 3.3 zastosowanego do homomorfizmu kanonicz-

nego ¢y : T +— - H. o



Rozdzial 4

Uogolnione twierdzenie

Van der Corputa

Klasyczne twierdzenie Van der Corputa stanowi, ze jesli (z,) C T oraz

(Znih * Zn) jest réwnomiernie roztozony (na T) dla dowolnego h € N, to i (z,)

jest rownomiernie roztozony na T. W tym rozdziale uogélnimy to twierdzenie na

przypadek dowolnej grupy abelowej, zwartej G.

Niech n € N, bedzie ustalona liczba naturalna, przez z; € C oznaczmy k-ty

pierwiastek n-tego stopnia z 1, gdzie 0 < k <mn — 1, tzn.

21k . 27k
2 = COS —— + 181l ——
n n
oraz dla dowolnego p € N
n—1
> 2 =0,
k=0

bo oznaczajac a = z; i pamietajac, ze o™ = 1 otrzymujemy

1—am 11— (o)

n—1
oA =1+ +a” 4.+ = =
= 11—« 11—«

Lemat 4.1
Niech x;, 1 =1,..., N bedzie dowolnym ciggiem liczb zespolonych,

za§ 1 < H < N. Wowczas

H N—h

(4.1)

(4.2)

=0.

N N
H* | Y 2 P< H(N+H-1)-3" | z; > +2-(N+H-1)-3Y_(H-h)- | ¥ z;T57%

=1 1=1 h=1

=1
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Dowéd:
Zauwazmy najpierw, ze
N N N H-1
HY 5, =Y Ha, =Y ¥ a.

Kiladziemy p = i+ h, wtedy 1 < p < N+ H —1, oraz ktadac x; = 0, dla wszystkich
1 < 0 oraz ¢ > N, otrzymujemy
N N4+H-1H-1
HYwi= 2 2w
i=1 p= 1 h=0
Korzystajac z nieréwnosci Schwartza otrzymujemy

N+H-1H-1 N+H-1 N+H-1 H-1

H2|Z$1|2_| > Z% n < Z 1% > |Zmp—h|2:
p=1 h=0 p=1 h=0
N+H-1 — N+H-1 H-1
(N+H—1) Z ‘Zl'ph|— N+H—1) Z Z:Eph Zl'ph
p=1 p=1
N+H-1 H-1
(N+H-1) ) prh prh
p=1 =
N+H-1 H-1
N+H=-1) > ¥ 5, 5 (4.3)
p=1 r7,s=0

Przy ustalonym 1 < 2 < N liczba czlonéw z; - T; wchodzacych w sklad sumy
4.3 wynosi doktadnie H, co daje nam nieréwnos¢

N N N+H-1H-1
H Y o, PKHN+H-)) |z P+(N+H-1) > Y ), Tps =

i=1 i=1 p=1 r,s=0
r#£s

N N+H-1H-1
HN+H-D)Y |z P+(N+H—=1) > > ¥y Tpos + Tps - Tpey).

=1 p=1 r,s=0
s<r

Dla dowolnej liczby zespolonej z zachodzi z + Z = 2R(z), co pozwala nam
przeksztalci¢ nasza nieréwno$é do postaci

N N N+H-1H-1
H* | z; PKXHN+H-1)Y |z P+2(N+H-DR[ > > zpr Tps)

i1=1 =1 p=1 r,s=0
s<r
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Dla ustalonego h,1 < h < H — 1 oraz j,1 < j < N — h, liczba czlonéw z; - T;13

wchodzacych w skiad prawego skiadnika sumy wynosi H — h, co pozwala nam

zapisaé
N+H-1H-1 H-1 N—h H-1 N—h
RL D D wp e Tps =R[D(H=h) Y zTia] = Y (H=h)R[ Y =;Tj7s).
p=1 rs=0 h=1 j=1 h=1 j=1

s<r

Biorac pod uwage, ze dla dowolnej liczby zespolonej z zachodzi R(2) < |z| otrzy-

mujemy teze. 0

Twierdzenie 4.2
Niech (z,,) bedzie ciqggiem elementéw grupy G spetniajacym warunek

YV  ciag (Tpyn -z, ') jest réwnomiernie roztozony w G.
h=12,...

Wtedy, dla dowolnego catkowitego q i kazdego 0 < r < |q| cigg (Tgnir) jest
réwnomiernie roztozony w G, w szczegdlnodci rdwniez sam ciag (x,,) jest réwnomiernie

roztozony w G.

Dowéd:
Niech ¢ i r beda ustalone, x za$ bedzie dowolnym nietrywialnym charakterem
grupy topologicznej G. W dowodzie twierdzenia postuzymy sie kryterium Weyla

(wniosek 1.4.1). Zauwazmy najpierw, ze

Zl X(Iq-n-l-'r) = X(xq-l-'r) + X($2'q+7‘) +.o.ot X(mN'q—l—v‘) = quOé(S) : X(-Ts-l-'r)a

jesli tylko tak okreslimy o = a(s) € C, ze dla s = 0 (mod ¢) przyjmie ono

wartos¢ 1, a dla pozostatych s wartos¢ 0. Przyjmijmy
1 & E

a(s) == exp(2m - u)
q:5 q

SprawdZzmy, ze o« ma rzeczywiscie takie wlasnodci jakich potrzebujemy.

1. s=0(mod q) & 3 s=m-q, wtedy
meZ

1< ) 1
a ==Y exp(2mym)=--q=1.
=1 q
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2.s#0 (modq) & 3 takie,ze 0 <p<qg—1is=m-q+p, wtedy
meZ,peZ

zgodnie z 4.2 otrzymujemy

14 ] 1 ]
a=-> exp(2ml(mq +p))=- Z exp(2mym) - exp(?mg)
= q g s q

q p 14
==Y (exp(Qm—)) ==Y z; =0
=1 7 j=1
Mozemy zatem zapisa¢
N q-N 1 q gN jS
Z X(@gnir) = Do) X(Ts4r), == D D exp(2m=—) - X(wsr)
n=1 s=1 j=1s=1 q
Oszacujmy teraz modut
N 1 1L &
| D x(@gn+r) | = ;Z Zexp 27”_ X(@s4r) | < 52 | D exp(2me==)-X(Ts4r) |
n=1 j=1s=1 j=1 s=1

A poniewaz Srednia arytmetyczna liczb nieujemnych jest nie wieksza niz maxi-

mum z wszystkich tych liczb, wiec otrzymujemy

Js
| Z X(zgn+4r) | £ max | ZGXP 27”;) X(@s4r) | - (4.4)

_17 ’
n=1
Niech teraz 1 < H < gN, wtedy z lematu 4.1

gN
H | Zexp 27”—) X(@sie) P S H@N +H = 1) Y [ x(@oir) [ +

s=1 s=1

H-1
+2(gN+H—-1)> (H-h) | =y |,
h=1

gdzie

qN—h

J J
Th= X exp(2mop)  X(apir) - ep2m (0 ) - X(Tpren)
p=1

gN—h . ih gN—h

J - J _
= 3 exp(2nro(p=p=h) X(opr Tytein) = exp(=2707 ) 0 X(epanie - 7pls)
p=1 p=1

Co daje nam oszacowanie

gN—h

‘ Eh | S| Z X(xp+h+T : x;—ir) |a
p=1
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dzieki ktéremu uzyskujemy

H? | Zexp 27rz—) X(@oyr) P < H(gN + H — 1) Z | X(Tgpr) |* +

s=1 s=1

H— gN—h
+2(gN + H - 1) Z(H WY X(@pinir - Tp) |-
h=1 p=1

Biorac pod uwage, ze modul dowolnego charakteru jest rowny 1, otrzymujemy

H? | Zexp 2m—) X(Tsir) |* < H(gN + H — 1)gN+

s=1

H— gN—h
+2(¢gN + H - 1) Z(H h) | Z X(Tpthir - T ;iw) K
h=1 p=1

co po podzieleniu obu stron nieréwnoéci przez H2N? daje nam

1 Js 2
— exp(2m1—) - x(Ts54r) |°<
\N; ) x(aws) |

gqN+H-1) 2(qN+H-1) i=ZtHg—p X0 _
+ | D X@ptrn - 2py) [<

HN H2N =2 N ' &=
gN+H-1) 2qN+H-1) " (H-h)@N-h) 1 T
+ X(@prriney L) |<
HN H2N hz::l N |qN A Z prrth p+)|
g(gN+H —1) 2(q+ﬂ)H1 h 1 aN=h
HN * H? th(H h)(q_ﬁ) | gN — h Z X(Tp+rin: $p+r) |

Zgodnie z naszym zalozeniem dotyczacym ciagu (z,,) drugl sktadnik dla N — oo
zbiega do zera, pierwszy zas do %. Biorac pod uwage, ze H moze przyjmowac

dowolnie duze wartosci otrzymujemy dla dowolnego 7 =1,...,q

1
lim | — Zexp 2%2;) X(zs4r) |=0

N—oo

co biorac pod uwage 4.4 prowadzi nas do wniosku, ze

fim [ 3 x(amen)] =0,

N—oo nel
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Uwaga 4.1

W przypadku, gdy G jest dodatkowo spdjna (a wiec kazdy nietrywialny charakter
nie jest dyskretny), kryterium Weyla stanowi, ze

() jest réwnomiernie rozlozony w G < dla kazdego nietrywialnego charakteru

x € G, (x(x,)) jest réwnomiernie roztozony w T. Poniewaz

N

> Xawin 2,1 = 3 3 Xonen) - X

n=1 n=1

1
N

wiec inny (lecz niekrétszy) dowdd twierdzenia 4.2 wynika z klasycznego dowodu

twierdzenia Van der Corputa.

4.1 Twierdzenie Weyla

Definicja 4.1
Zwarta, abelowa grupe topologiczng G nazywa sie monotetyczng, gdy dla pewnego
a € G ciag {a" ;n € Z} jest gesty w G. W takim przypadku méwi sie, ze a jest

cyklicznym generatorem grupy G.

Zauwazmy, ze a jest cyklicznym generatorem grupy G < x(a) # 1 dla dowol-
nego nietrywialnego charakteru x € G.

Rzeczywiscie, gdyby H = {a™ ;n € Z} bylo rézne od G, to z lematu 2.10
znalezlibysmy nietrywialny charakter y € G spehiajacy x|H =1, wiec x(a) = 1.
Z drugiej strony jesli x(a) = 1, to x(a™) = 11 z ciaglosci x wnioskujemy, ze x

jest charakterem trywialnym.

Lemat 4.3
Jesli G = {a™ ;n € Z} i G jest spéjna, to dla dowolnego nietrywialnego charakteru

x€G, x(a) jest liczbg niewymierna (tzn. nie jest pierwiastkiem z 1).

Dowéd:
Xx(G) jest domknieta i spjna podgrupa okregu (tzn. x(G) = T), w ktérej
{x(a)" ;n € Z} jest gesty. 0

Ustalmy teraz m > 1 i niech (ag,ay,...,a,) € g™
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Twierdzenie 4.4 (twierdzenie Weyla)

Jesli G jest spdjna oraz 3 a; jest cyklicznym generatorem grupy G, to ciag
1<i<m

c...eal - ap
jest rownomiernie roztozony w G.

Dowéd:
Niech x € G bedzie nietrywialny i polézmy z, = x(b,). Jak juz zauwazylismy,
wystarczy pokazaé, ze ciag (z,) jest réwnomiernie roztozony w T. Utozsamiajac
T 7z [0,1) (na [0,1) rozpatrujemy dodawanie mod 1) nasz ciag (z,) moze by¢

zapisany w postaci

T, =n"x(a,) + nm_lx(am_l) + ...+ nx(a) + x(ap)

tzn., w postaci z, = P(n), gdzie P(z) = by + iz + ... + bp,2™, b = x(ay),
i =0,...,m. Ponadto, na mocy lematu 4.3, dla pewnego i € {1,...,m}, b; jest
liczba niewymierng.
Zalézmy najpierw, ze by jest liczba niewymierna, a b, ..., b, sa wymierne.
Napiszmy
P(z) = Q(z) + bix + by.

Niech ¢ bedzie najmniejsza wspo6lnag wielokrotnosciag mianownikéw liczb bs, . . . | by,.

Wobwezas dla dowolnego k& € Z,r € N
Q(ck +r) = Q(r) + My

dla pewnego My € Z. Zatem dla dowolnego h € Z \ {0}

N N
e > exp(2mhP(n)) = e > exp(2mhP(n))+
N &= N 2
n= n=[]e+1
1 4 [%]_1
+N exp(2mh(Q(ck + 7) + bi(ck + ) + by)) =
j=1 k=0

[2)-1

c

1 X ¢ 1
=~ X exp(mhP(n)+Y exp(2mih(QUi)+bij+h)) - 3 exp(2mihbick) =
n:[%]c—l—l J=1 k=0
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1 exp(2mihbic[¥]) — 1
N exp(2mihbic) — 1

=— Y exp(2th(n))+iexp(?wzh(Q(j)+blj+bO))'
[%]c—l—l

n= Jj=1

bo bic jest ciagle liczba niewymierna. Stad w sposob oczywisty

N—oo

1 N
lim N > exp(2mhP(n)) =0
n=1

przy uczynionych zalozeniach.

Dalsza czes¢ dowodu przebiega indukcyjnie; przy czym indukcja jest ze wzgledu
na najwyzsza potege x¢, przy ktérej stoi wspélczynnik niewymierny. Gdy ¢ = 1,
to twierdzenie zachodzi, jak to pokazalismy powyzej. Zalézmy wiec, ze 1 < g <
m. Wezmy dowolne h € N i zauwazmy, ze wielomian Py (z) := P(z + h) — P(x)
ma te wlasno$¢, ze jego najwieksza potega, przy ktérej stoi wspolczynnik nie-
wymierny, to z971. Z zalozenia indukcyjnego, (Py(n)) jest wiec réwnomiernie

roztozony w T, co wykorzystujac twierdzenie 4.2 konczy dowdd. 0
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